KONDITIONAL-VERBANDE

FRANK ROSEMEIER

ZUSAMMENFASSUNG. Eine Modifikation des bekannten Axiomen-Systems fiir
Hilbert-Algebren wird vorgeschlagen. Erste Untersuchungen der sich dabei er-
gebenden Klasse der Konditional-Algebren werden durchgefiihrt.

1. EINLEITUNG

In den folgenden Zeilen mochte ich die Aufmerksamkeit auf eine Klasse von
logischen Algebren richten, die meines Wissens noch nicht untersucht wurde. Unter
einer logischen Algebra verstehe ich dabei eine Algebra (im Sinne der universellen
Algebra), deren Verkniipfungen gewisse Eigenschaften von logischen Operationen
(wie Konjunktion, Disjunktion, Implikation, Negation etc.) besitzen.

Die klassische Definition von Hilbert-Algebren (einer bekannten Klasse von logi-
schen Algebren mit einer implikativen Verkniipfung) wird in Abschnitt 2 wiederholt
und elementare Eigenschaften von Hilbert-Algebren werden in Erinnerung gerufen.
Anschlielend wird in Abschnitt 3 eine Definition fiir Konditional-Algebren vor-
geschlagen. Diese Algebren haben ebenfalls eine implikationsartige Verkniipfung,
die jedoch schwichere Eigenschaften besitzt als die einer Hilbert-Algebra. Sie sol-
len, wie der Name andeutet, das Verhalten von Konditional-Verkniipfungen (vgl.
[1]) reprisentieren. Erste Eigenschaften von Konditional-Algebren werden bewiesen
und die Klasse aller Hilbert-Algebren als Teilklasse der Klasse aller Konditional-
Algebren charakterisiert. Schlielich folgen in Abschnitt 4 mégliche Definitionen von
Konditional-Halbverbanden und von Konditional- Verbdinden, deren weitere Unter-
suchung noch aussteht.

2. HILBERT-ALGEBREN

Hilbert-Algebren besitzen neben einer zweistelligen inneren Verkniipfung, die
Eigenschaften der logischen Implikation hat, eine weitere nullstellige Verkniipfung
(d.h. ein kanonisches Element), das dem Wahrheitswert “wahr” entspricht. Wir
iibernehmen die Bezeichnungen von [3].

2.1. Definition (vgl. [3], p. 4).

Ist A eine Menge, 1 € A und = eine zweistellige Verkniipfung auf A, so nennt man
(A,1,=) eine Hilbert-Algebra, wenn die folgenden Axiome erfiillt sind:

(h1) p=(g=p)=1;

(h2) (p=(g=r))=(p=q=(pP=r)) =1

(hg) ausp=qg=q=p=1 folgt p=g¢q.

2.2. Bemerkung (vgl. [3], p. 4f).
Fiir jede Hilbert-Algebra ist die durch p=-q = 1 definierte Relation p < ¢ eine Halb-
ordnungs-Relation auf A mit grofitem Element 1. Fiir alle p, ¢, € A gilt namlich:
(i) p=>1=1,;
(ii) p=p=1;
(iii) aus p=g=qg=r=1folgt p=r = 1.
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2.3. Proposition (vgl. [3], p. 5f).
In jeder Hilbert-Algebra gelten folgende Aussagen und Identititen:

(1) ausp < q=r folgt q <p=r;
(2) ausp < gq folgt r=p <r=¢q;
(3) ausp<gq folgt qg=r <p=-r;
(4) p=(g=r)=q=(p=r);

(B) p=(g=r)=p=>q9={@=r);
(6) 1=p=p;

(1) p=(=r)=p=r.

3. KONDITIONAL-ALGEBREN

3.1. Definition.

Ist A eine Menge, 1 € A und — eine zweistellige Verkniipfung auf A, so nennen wir
(A, 1,—) eine Konditional-Algebra, wenn die folgenden Axiome erfiillt sind.

(k1) 1—p=p;

(k2) p—=(@—r)=((p—a) > (p—r)) =1

(ks) p—(p—r)=p—r;

(ky) ausp—qg=qg—p=1"folgt p=gq.

3.2. Beispiele.

(1) Jede Hilbert-Algebra ist nach 2.3 eine Konditional-Algebra.

(2) Durch die folgende Verkniipfungstafel wird eine Verkniipfung — auf der Menge
A = {1,a,b,0} bestimmt, die diese zu einer Konditional-Algebra macht, welche
wegen a — (b — a) = 0 keine Hilbert-Algebra ist.

—>‘1 a b 0
1|1 a b 0
a|l 1 0 O
b1 0 1 0
o1 1 1 1

3.3. Proposition.
In jeder Konditional-Algebra gelten folgende Identititen und Aussagen:

(1) r—r=1;
(2) p—1=1;
(3) ausp—(q—r)=1folgt (p—q)—(p—r)=1;
(4) ausp—qg=q—r=1 folgtp—r=1;
(5) ausp—(¢—r)=1undq—(p—q)=1folgtqg—(p—r)=1;
(6) ausp—q=1 folgt (r —p)— (r—q) =1
Beweis:
(1) folgt wegen (k1) aus (kq) mit p=g¢q = 1.
(2) folgt mit (k3) aus (1), denmp—1=p—(p—p)=p—p=1
(3) folgt mit (k1) aus (k2).
(4) folgt mit (k1) und (2) aus (ks).
(5) folgt aus (3) und (4).
(6) folgt mit (1) aus (k2) nach zyklischer Variablenvertauschung. O

3.4. Folgerung.
Fiir jede Konditional-Algebra ist die durch p — ¢ = 1 definierte Relation p < ¢ eine
Halbordnungs-Relation auf A mit grofftem Element 1.

3.5. Satz.
Sei (A,1,—) eine Konditional-Algebra. Dann sind die folgenden Aussagen gleich-
wertig.
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(a) p— (¢g—p) =1 gilt fir alle p,q € A;

(b) p—(g—r)=q— (p—r) gilt fir alle p,q,r € A;

(c) p—(g—r)=(p—q)— (p—r) gilt fir alle p,q,r € A;
(d) ausp <q folgt g—r <p—r;

(e) ausp<q—r folgtq<p—r.

Beweis:
Wenn (a) erfiillt ist, gelten (b), (¢), (d) und (e) nach Proposition 2.3, denn dann
ist (A,1,—) eine Hilbert-Algebra.
Um (a) aus (b) oder aus (c) herzuleiten setzt man r = p.
Aus (d) mit ¢ = 1 ergibt sich (a), und (e) angewandt auf ¢ < p — p fithrt ebenfalls
zu (a). O

4. ZUR DEFINITION VON KONDITIONAL-VERBANDEN

Unter einem Konditional- Verband wird man eine Algebra (A, 1, —, A) verstehen,
fiir die (A,1,—) eine Konditional-Algebra und ¢ A r stets Infimum von ¢ und r
beziiglich < ist, d.h. es soll p— (¢Ar) = 1 genau dann gelten, wenn p—¢q =p—r =
1 ist. Die axiomatische Beschreibung der Klasse aller Konditional-Halbverbéande
diirfte Ahnlichkeiten mit derjenigen von Hertz-Algebren aufweisen (vgl. [2]).

Unter einem Konditional- Verband wire dann eine Algebra (A, 1, —, A, V) zu ver-
stehen, fiir die (A, 1, —, A) ein Konditional-Halbverband und pV ¢ stets Supremum
von p und ¢ beziiglich < ist, d.h. es soll (pV ¢) — r = 1 genau dann gelten, wenn
p—1r =q—1r = 1ist. Die Einbeziehung einer Negationsoperation und die Klarung
des Zusammenhangs mit der Quanten-Logik (vgl. [4]) wéren Ziele weiterfithrender
Untersuchungen.
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